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Fig.3. Magnetization (a gram) and 1/Zg of Feo.9Mno.9Ge at 12 kilogauss. 
calculated inverse susceptibility per gram, 1/Xg, is also 
shown, although the temperature range is not wide 
enough for calculation of the slope. 

Discussion 

We have found four possible magnetic structures for 
Fe0.9Mn0.9Ge from the neutron diffraction data, al- 
though we cannot resolve them by the available data. 
However, by considering their relation to the struc- 
tures of the binary compounds, MnsGe3 (Ciszewski, 
1963) and Fel.77Ge (Adelson & Austin, 1965), it can 
be seen that the most probable structure is the one 

corresponding to model II. In this model, the moments 
per metal atom in the respective sites are/ta = 2.72 and 
/z~=0.38. Noting that the metal atom distribution is 
0.83Mn+0.12Fe in site (a) and 0.78Fe+0.07Mn in 
site (d), we can take the (a) sublattice as Mn atoms 
and the (d) sublattice as Fe atoms, as in the magnetic 
analysis, and take 2.72/zn as the moment per Mn atom 
and 0"38/tB as the moment per Fe atom. The former 
moment has a c component while the latter lies in the 
basal plane with a cant angle + 45 °. On the other hand, 
in terms of the notation in the present paper the 
MnsGe3 structure has / t ,=3.00,  /re=2"00, /Znet=2"5, 
~01=~03=0 °, fl ,=fla=O ° (spins parallel to the c axis) 
and the Fel.77Ge structure has /z ,=l .30,  /za=l.10, 
/tnet-= 1" 17, rpl = 0 °, rp3 = 28 °, ft, = fla = 90 ° (spins in the 
basal plane, including (d) site spins with a cant angle 
+ 28 ° from the common ferromagnetic components). 
Therefore, the spin structure of Fe0.9Mn0.gGe would 
resemble the structures of both of these binary com- 
pounds, that is, the suggested structure has the sub- 
lattice (a) similar to MnsGe3 in magnitude of moment, 
with a component along the c axis, while the sublattice 
(d) has low moments with canted directions in the 
basal plane, comparable with the (d) sublattice of 
Fes.77Ge. Although these considerations do not exclude 
the other solutions, they do indicate greater disparity 
with the binary compounds. 

The authors wish to thank Mr J. W. Moody for syn- 
thesis of materials, and Mr N.A. Richard for magne- 
tization measurements. 
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Application de la Th6orie Dynamique de S. Takagi au Contraste d'un D6faut Plan 

en Topographic par Rayons X. I. Faute d'Empilement 
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1, rue Victor Cousin, Paris 5e, France 

(Ref.u le 1 mars 1968) 

Takagi's dynamical theory of X-ray diffraction by a perfect crystal is described for the two cases of an 
incident plane-wave and a spherical wave. Emphasis is put on the relation between these two cases. 
This theory is then applied to a single stacking-fault in a perfect crystal and the same relation is found 
between the plane-wave case and the spherical wave case. This relation enables us to calculate easily 
the stacking-fault fringe contrast by the stationary phase method. 

1. Introduction shimoto, Howie & Whelan, 1960, 1962; Gevers, Van 
Landuyt & Amelinckx, 1965, 1966). 

Le ¢ontraste de l'image d'un d6faut plan a ~t~ 6tudi6 Le calcul en est simplifi6 dans une certaine mesure 
il y a plusieurs ann6es d6j/t dans le cas de la micro- par le fair que l'onde incidente est plane et que l 'on 
scopie 61ectronique (Whelan & Hirsch, 1957a, b; Ha- peut utiliser l 'approximation dite de la colonne. I1 est 
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plus compliqu6 pour les rayons X car, dans la majorit6 
des cas d'int6rSt pratique, l 'onde ineidente est sph6ri- 
que et il n'est 6videmment plus question d'approxima- 
tion de la colonne. 

II est plusieurs faqons d'aborder le probl~me: l'une 
consiste ~t partir de l'analyse en ondes planes du fais- 
ceau incident (Kato, Usami & Katagawa, 1967; 
Authier & Sauvage, 1966; Authier, 1968), l 'autre b. 
r6soudre une forme g6n~ralis~e des 6quations fonda- 
mentales de la th6orie dynamique. C'est ce que nous 
nous sommes propos6s de faire dans cet article et le 
suivant. Nous avons utilis6 pour cela la th6orie de 
Takagi (1962) et la m6thode de r6solution qu'il en a 
donn6e. Nous montrerons que l 'on obtient ainsi les 
m~mes r6sultats qu'b. l'aide de l'analyse en ondes planes. 

Dans ee premier article, nous rappellerons la th6orie 
de Takagi et en donnerons des solutions dans quelques 
cas particuliers pour un cristal parfait, puis pour un 
cristal contenant une faute d'empilement. Dans l'ar- 
ticle suivant, nous ealculerons le contraste des flanges 
de moir6. 

2. Theorie dynamique de la diffraction des rayons X 
par un cristal parfait (cas sans absorption) 

(i) E q u a t i o n s  gdn~rales  

Le prineipe de la th6orie dynamique classique est de 
chercher une solution h l '6quation de propagation 
d'une onde 61ectromagn6tique dans un milieu triple- 
ment p6riodique. Laue et Ewald ont montr6 que lors- 
que le cristal est parfait et l 'onde incidente plane, la 
solution est constitu6e par une fonction d'ondes de 
Bloch: 

D(r) = Z' Dn exp ( - 2 n i K h .  r) 
h 

que l 'on interpr&e comme des champs d'ondes d'am- 
plitudes Dn constantes dans tout le cristal et dont 
les vecteurs d'onde se d6duisent les uns des autres par 
des relations du type 

K h = K 0 + h  

(h vecteur du r6seau r6ciproque). 
Si l 'on porte l 'amplitude de cette onde de Bloch dans 

l '6quation de propagation, on peut montrer que celle-ci 
est 6quivalente b. un syst~me d'6quations lin6aires dont 
les inconnues sont les amplitudes Dn. 

Les ondes incidentes r6elles ne sont jamais des ondes 
planes. La th6orie de Kato (1961) consiste b. en faire 
une analyse en ondes planes. Les ondes se propageant 
darts le cristal peuvent alors 6tre consid6r~es comme 
des sommes d'ondes de Bloch dont les points caract6- 
ristiques oecupent un domaine plus ou moins 6tendu 
de la surface de dispersion. La th6orie de Takagi con- 
siste, elle, b. chercher comme solution de l '6quation de 
propagation, une fonction d'ondes de Bloch modifi6e 
de forme: 

D(r)= Z Dh(r) exp ( - 2 n i K h .  r) (2-2) 

off Dh(r) est une fonction complexe, lentement variable 
de la position, que nous appellerons pseudo-amplitude 
et off Kh = K0 + h, K0 6tant fix6 arbitrairement. 

Nous 6crivons une onde incidente quelconque sous 
la forme: 

D ~  = D(o")(r) exp ( - 2 n i k 0 .  r ) .  (2-3) 

Les conditions aux limites sur la face d'entr6e sont: 

D0@s) = D~0a)(rs) 

Dn(rs) = 0 

off rs est le vecteur de position sur la surface d'entr6e. 
Le vecteur K0 pouvant ~tre choisi arbitrairement, 

nous lui imposerons, avec Takagi, les deux conditions 
suivantes: 
- avoir m~me composante tangentielle que k0 sur la 
face d'entr6e; ceci se traduit par la relation K0. r s =  
ko. rs 
- avoir pour module IK01 = k n  off n est l'indice de r6- 
fraction pour les rayons X et k = 1/2 le nombre d'ondes 
darts le vide. L'extr6mit6 P de K0 se trouve done sur 
l 'asymptote To au cercle de rayon n k  et de centre O, 
origine du r6seau r6ciproque (Fig. 1). D6veloppons la 
susceptibilit6 61ectrique Z en s6rie de Fourier sous la 
forme: 

Z = SZh exp ( - -2n ih .  r) 
h 

et remplaqons D(r) et z(r) par leurs d6veloppements 
respectifs dans l'6quation de propagation. Takagi 
(1962) a montr6 que, dans le cas ~ deux faisceaux, les 
6quations fondamentales de la th6orie dynamique clas- 
sique sont remplac6es par le syst~me d'6quations aux 
d6riv6es partielles: 

" / / 

",\ 
\ 
0 

Fig. I. Vecteurs d'ondes utilis6s dans la th6orie de Takagi 
3, 

Ko ta) = OM (onde incidente), ko--OMo, M o M = k ( A O - A 0 o ) ,  

Ko = OP, K 1~ = HP. 
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f OD0(r)_  inkx~Dn(r)C 
~So 

c~Dh(r) _ ink[zhCDo(r ) -  2flhDh(r)] . (2-4) 
C3Sn 

C =  1 ou cos 20 suivant que la direction de polarisation 
du vecteur induction 61ectrique est perpendiculaire ou 
parall~le au plan d'incidence (0 est l'angle de Bragg); 
So et sn sont des coordonn6es dans les directions inci- 
dente et r6fl6chie respectivement. Le param&re 

IKnl-IK01 d6pend du choix du couple de vec- 
fin= k 

teurs ko, Ko. 

(ii) R~solution du syst~me de Takagi 
Nous allons indiquer une m6thode g6n6rale de r6- 

solution du syst6me d'6quations de Takagi pour une 
onde incidente quelconque, nous l 'appliquerons aux 
cas particuliers d'ondes planes ou sph6riques. 

(a) Cas d'une onde incidente quelconque 
On transforme le syst~me (2-4) d'6quations simul- 

tan6es aux d6riv6es partielles du premier ordre en un 
syst~me d'6quations du second ordre ind6pendantes 
qui s'dcrit: 

~3ZD° --2inkflh ~Do OSoOSh -~0 + IzzkzC2XhXhD° = 0 

O 2 D h  -2inkfl~ OD~ Os---oOS--~ ~ + n2k2C2x~zT'Oh=O 

Ces deux 6quations ont une forme hyperbolique et 
on peut les r6soudre par la m6thode de Riemann [voir 
par exemple Sommerfeld (1949)]. Soient P l e  point 
l'int~rieur du cristal off l 'on veut calculer les amplitudes 
Do et D~, So et s~ les vecteurs unitaires dans les direc- 
tions incidente et r6fl6chie respectivement, A e t  B deux 

points de la face d~entr6e tels que AP et BP soient re- 
spectivement parall~les ~ So et s~ (Fig.2). Takagi* a 

* Travail non publi6. 

X A 0 R B  
< 

S 

P 
Fig. 2. so vecteur unitaire dans la direction incidente; sh vecteur 

unitaire dans la direction r6fl6chie; n vecteur unitaire normal 
~ la face d'entr6e du cristal; x = OR; 0.4 = OB= I. 

montr6 que l 'amplitude de l 'onde r6fl6chie ne d6pend 
que des valeurs de l 'amplitude de l 'onde incidente et 
de ses d6riv6es le long du segment BA" 

inkCZhTo 
I - -  D(o~)(x)v(x) dx (2-5) Oh(P)= si-n ~ VBA 

Off 
:y0 = cos ~Uo ~u0 = (s0,n) 

7n = cos V~ Vn = (sh, n).  

Puisque K0 et Kn sont fix6s arbitrairement, on peut 
choisir pour leur extr6mit6 le point de Lorentz, c'est- 
~-dire le point d'intersection des asymptotes de la sur- 
face de dispersion. On aura donc: 

flh = 0 .  
La fonction v(M) ou fonction de Riemann est d6- 

finie en tout point M du cristal par les conditions" 

f . . . . . .  ~2V 2V 2ink c3(flnv) + nzkzCZznzT, v = 0 
OSoOSn OSo 

~V 
- 2inkflnv le long de BP 

c~Sh 

~V 
. . . . . . .  0 le long de AP 
c~s 0 

v (P)=  1. 

Cette fonction peut ~tre calcul6e analytiquement 
lorsque fin est nul et est alors 6gale ~t: 

v = J0(O avec 

~ = 2 n k ~ / ~ / t s o - s o ( e ) ]  [s~-sh(P)]. (2-6) 

J0 est la fonction de Bessel d'ordre 0. 
Le long de la face d'entr6e, elle s'6crit: 

2rckICIVz~ ~V~o~; 
v(x)=Jo(BV] ~ - x  z) avec B -  

sin 20 

off x est une coordonn6e le long de BA par rapport  au 
milieu O de BA. 

Nous avons d6termin6 par la m~me m6thode la 
pseudo-amplitude r6fract6e" 

B D°(P)=Dc°a)(A)- 2 I~ 1/r+ x 
D(:(x) V 

x JI(BI/g- x~)dx. (2-7) 

J1 est la fonction de Bessel du premier ordre. 

(b) Cas d'une onde htcidente plane 
Une onde incidente plane s'6crit sous la forme: 

D(a) __ DCo a) exp ( -  2niK~ a) r) 0 p - -  " ' 
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D(o ") 6tant une constante repr6sentant l 'amplitude de 
cette onde plane et KCo a) son vecteur d'onde. On peut 
l'6crire sous une forme identique h (2-3): 

D(~) -D(fl ) exp [-2rci(K¢oa)-ko) r] exp (-2zeiko r) 0 p  ~ • ' 

avec 
O(o~)(r) = D(o a) exp [ -  2zri(K(o")- k0). r].  

Les expressions des pseudo-amplitudes r6fl6chie et 
r6fract6e deviennent: 

Dn(P ) = - irckCXnyo D(oa ) 
sin 20 

I+; x exp ( -  2rciA rx)Jo(B]/l ~--- x2)dx (2-8) 

Do(P) = D(o '° [ exp ( -  2rciA Tl) B2 
x I~; exp(-2rciATx) 

] / l + x  Jl(B~i2_x2)dx] (2-9) 
× [-f2---x 

off A T est la composante de M0]f/parall~lement it la 
surface du cristal (Fig. 1). Introduisons un param6tre 
r/d6fini par: 

AZ=kyo(AO-AOo)-  kV'~ornl Cl V)(nX~ 
sin 20 r/. (2-1 O) 

L'int6gration de (2-8) et (2-9) permet de retrouver les 
expressions obtenues par la th6orie de Laue" 

Dn(P )= - iD(°~' -(e]- /X;Z~ 

sin (BIVi + r/2) 
x (2-11) 

x s i n ( B / l / i + ~ ]  . (2-12) 

Remarque: BI= zrd/A off d est la profondeur du point 
P e t  A la p6riode de la solution pendulaire (A= 
2~/ICIl/x-nx-D. 

(c) Cas d'une onde incidente sph~rique 
(~) Distribution d'intensitd sur la face de sortie du cristal 

Pour une onde incidente sph6rique, la fonction d'on- 
des s'6crit: 

D~ ) = D(o, ) exp ( -  2zcikr) 
4zcr 

Soient S la source de rayons X, SQ le rayon qui se 
trouve exactement sous l'incidence de Bragg et SR un 
rayon ayant un 6cart h l'incidence de Bragg AO (voir 
Fig. 3). Le vecteur k0 est port6 par la droite SQ. Nous 
pouvons 6crire D¢o~ de la mani~re suivante: 

D~)= 1)(oa) exp [ - 2 g i ( k r - k 0 .  r)] exp ( -2zr ik0.  r) 
4rcr 

Elle prend alors la forme (2-3) en posant 

D(o,) 
D(o~)(r)= 4 ~  - exp [ -  2zri(kr-ko. r)]; 

or ko.r"~kro(1-A02/2) car AO est petit devant 1 
(AO< 10 -4) et r~_ro. 

Done, on en d6duit: 

D(oa)(r) = ~ exp ( - 2rcikro - -  . 

De plus, on voit sur la Fig. 3 que: 

d'ofi 

AO 
X m X o  = r o  . . . .  

Yo 

D~a~ ky~ 
D(°")(x)= -4)-ro exp [ - z ~ i - -  (X-Xo)2]. 

r o  

(2-13) 

Nous reportons cette valeur dans les expressions 
(2-5) et (2-7) puis nous int6grons par la m6thode de 
la phase stationnaire au voisinage de X=Xo. Dans les 
conditions exp6rimentales habituelles, on a" r0-~ 4"105p, 
~. ----- l O - 4 f l  et ro/k "" 40lz 2. Six - x0 > ]/r0/k --- 6/z, le facteur 
de phase oscille tr~s rapidement et sa contribution 5. 
l'int6grale est n6gligeable, ce qui justifie l'utilisation de 
la m6thode de la phase stationnaire. 

X 

s 

\ \ 

P O" >Xo 

1. ), 

Fig.3. Cas d'une onde incidente sph6rique: SQ=ro, SR=r, 
o a=xo, OR=x. 
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Nous obtenons donc: 

D(o Dh,(Xo ) = --i -~o Vkro ~n--2-O exp (-ire~4) 

x Jo(Bgfi=-x ) (2-14) 

D(°a) {exp [-zci  k?°2 (l--x0) 2] 
Do,(X0)  = -;o 

- exp ( -  irc/n)Vkro x C V)(~Zr, V sin 0 ;0 g l - x o  

x J I (BV 7~ - x-~) ~. (2-15) 
J 

Xo repr6sente l'abscisse sur Ox du point Q tel que SQ 
satisfasse rigoureusement la condition de Bragg. I1 re- 
pr6sente aussi l'abscisse sur O'xo (voir Fig. 3) du point 
P off l 'on cherche la fonction d'ondes. 
Remarques: (a) l'expression (2-14) et le second terme 
de l'expression (2-15) sont identiques, ~t un facteur 
num6rique pr6s, aux expressions donn6es par Kato 
(1961). Le premier terme de (2-15) repr6sente le fais- 
ceau qui est en dehors des conditions de r6flexion de 
Bragget  qui traverse le cristal sans d6viation. 

(b) On retrouverait les expressions (2-14) et (2-15) 
en consid6rant une onde incidente plane et limit6e par 
une fente infiniment fine et en remplagant dans (2-5) 
et (2-7) la pseudo-amplitude D(oa)(x) par une distribu- 
tion de Dirac. Mais ceci nous conduit ~t conserver dans 
l'expression une mesure de Dirac. I1 en r6sulte des 
difficult6s dans le calcul des intensit6s diffract6es par 
un cristal contenant un d6faut plan. 

(fl) Conservation de l'dnergie. Intensitds intdgrkes 
Les pseudo-amplitudes Dn(xo) et Do(xo) que nous 

venons de calculer ont la dimension d'amplitudes par 
unit6 de longueur; done IDn(x0)l 2 et IDo(x0)l 2 repr6sen- 

tent les distributions d'intensit6 sur la face de sortie 
du cristal. Leurs expressions sont: 

It= ]Dn(xo)12=Iorc2kro C2X2 J2(B[/ii- x~) 
Tffi220 

avec 

I°=  ] 4zcr0 D~°a) I z (2-16) 

h=lDo(xo)12=Io { 1 + zcZkro -C2xhZ~-sinZ20 ?~?o 

l + xo s (sl/12 -X?,) 
x i-=xo 

[ 4] - 2 cos nk 7___~ ( l -  x0) z -  zc 
r0 sin 20 

V z-- 0 
Les Figs.4(a) et (b) montrent que ]'on peut calculer 
l'intensit6 int6gr6e de deux fagons. La premiere con- 
siste ~t int6grer les intensit6s lr et h sur la face de sortie 
du cristal en laissant le faisceau incident et le cristal 
fixes. La seconde consiste ~t calculer l'intensit6 qui ar- 
rive en un point de la face de sortie lorsqu'on fait une 
translation du cristal par rapport au faisceau incident. 
C'est l'6nergie regue par un point de la plaque photo- 
graphique dans une topographie par translation. Dans 
ce dernier cas, on voit facilement que l'intensit6 inci- 
dente est: 

l+ Iodxo = 2llo . 
1 

-I 
En utilisant les r6sultats suivants: 

1 (2m 
S+tt J2(BV~- x~)dxo= -~ ,]o Jo(O)do 

l l l2Bl -l+t l-l + X°xo J ~ ( B ~ -  x:~)dxo= 2l- -ff ,Jo Jo(O)d~ 

)- 

Xo 
0 

P 

(a) (b) 
Fig. 4. (a) Le faisceau incident et le crista! sont fixes. On obtient l'intensit6 totale diffract6e en int6grant l'intensit6 revue en P sur 

le segment AB. (b) On fait une translation du cristal par rapport au faisceau incident. On obtient ]'intensit6 incidente totale 
en int~grant l'intensit6 incidente en Q sur ]e segment AB. 
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on peut montrer que: 

7°1°=}'° ~-t ITdxo+ }'~ Irdxo • (2-18) 

Cette relation exprime la conservation de l'6nergie. 

(d) Relation entre les pseudo-amplitudes dans les cas 
d'une onde incidente plane et sphdrique 

Consid6rons les fonctions: 

l0 si Ixol > l 

-~n(x0) = ] - iz~kCZhTo Jo(B~/fi~ - x~) si Ix01 < l 
L ~ 

et 

fO si Ix01 > l 

--@o(Xo) = / X° 1/f--k-exp, ro _ _  L_ [ -  ~i kY~ro ( l -x°)Z+i  4 ]  

I- g 1/( +x° JI(B ixo,_ t. 
[ z r t - X o  

Les expressions (2-14) et (2-15) des pseudo-amplitudes 
dans le cas d'une onde incidente sph6rique s'6crivent: 

Drfl ) 1 e x p ( -  ire~4) 
Dh(xo)=A~n(Xo) avec A -  4re ?o .... ]/-kro ..... 

Do(xo) = A-@o(Xo). 

D'autre part, les formules (2-8) et (2-9) expriment que, 
pour une onde incidente plane: 

Dn(P) =D(o ") x transform6e de Fourier de -~h(x0) 

Do(P) = D(o a) x transform6e de Fourier de -~0(x0) • 

La relation qui lie les pseudo-amplitudes dans les deux 
cas est done une transformation de Fourier; les vari- 
ables r6ciproques dans cette transformation sont: x0 
position du point sur la face de sortie du cristal off 
l'on calcule l'intensit6 dans le cas d'une onde incidente 
sph6rique et AT=kyo(AO-AOo) quantit6 proportion- 
nelle b. l'6cart de l'incidence de Bragg de l'onde plane 
incidente. D'apr~s le th6or6me de Parseval, on a" 

- t  IDn(x°)lZdx°- ID(o~)l z IDh(P)I2d(AT)" 

Le premier terme de cette 6galit4 repr4sente l'intensit6 
int6gr4e sur la base de triangle de Borrmann dans le 
cas de l'onde sph4rique. 

Le second terme repr6sente l'intensit6 int4gr4e lors- 
qu'on considhre une infinit6 d'ondes planes incidentes 
sans relation de phase. On eonstate que ces deux inten- 
sit6s int4gr6es sont 6gales. Ce r6sultat a d~j~t ~t6 mon- 
tr6 par Kato (1961). Remarquons qu'il permet de 
retrouver sans calcul la conservation de l'4nergie dans 
le cas d'une onde sph6rique, la conservation de l'6ner- 
gie ayant 6t6 d6montr~e depuis longtemps dans le cas 
d'une onde plane. 

3. Th~orie dynamique dans le cas absorbant 

(i) Expression de la pseudo-amplitude r~fl~chie dans le 
cas d'une onde plane incidente 

La formule (2-5) donne l'expression de la pseudo- 
amplitude r6fl6chie par un cristal parfait en un point 
de la face de sortie dans le cas off l'on n6glige l'absorp- 
tion. Nous avons vu que la fonction de Riemann inter- 
venant dans cette expression est une fonction de Bessel 
[expression (2-6)]. 

Nous avons vu, d'autre part, que Dn(P) ne d6pend 
que des valeurs de cette fonction sur la face d'entr6e 
du cristal. 

Pour pouvoir calculer cette fonction de Riemann, 
nous avons choisi: 

IKhl-IK01 =0 dans le eristal. fib= k 

Et nous avons 4err l'amplitude incidente sous la 
forme D(oa)(x) = D(o ") exp ( - 2reid Tx), d T 6tant propor- 
tionnel ~t l'4cart ~t l'incidence de Bragg de l'onde plane 
incidente. 

On obtient la m~me valeur de l'amplitude Dh(P) ~t 
l'int6rieur du cristal en supposant flh # 0 dans le cristal 
et A T=O sur la face d'entr6e. Dans ce cas, D(fl)(x)= 
0(04) et 

V = Jo(~) exp { -- 2zrikflh[Sn -- sh( P )] } 
d'o6: 

Dn(P ) = - inkCZhTo d 
. . . .  ~n-20-  exp (izckflh --~h) 

En comparant les expressions (2-8) et (3-1), on d6duit 
la relation: 

kflhTo 
d T= sin 20- ; fin 6tant r6el. 

Dans le cas du cristal absorbant, nous supposons 
que les vecteurs d'onde dans le cristal Ko et Kh sont 
complexes: 

Kh = Khr + i Km 
Ko = K0r + iK0i • 

De m~me Zn et fin sont complexes: 

Zh =Zrh q- iZih 
& = & r  + i&l  . 

On peut aussi calculer VZhZT,=lzrhl + ilx~n[ cos ~; ~p est 
la diff6rence de phase entre Zrn et Zih. 

On montre facilement que: 

sin 20 
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et '  

fla~= [Zi°[ ( 7a ) --f- ~ - i  

D'ofi, pour une onde incidente plane, on obtient" 

irckCxa?o D~,, ) exp [ -  p d (  1 1 Da(P)= 
- f f ~ - ~  ,. ~~a ~,o )] 

x exp sin 20 x 

. . . . . . . .  x 2  

sachant q u e / z =  -2zeklZio[,/z 6tant le coefficient d'ab- 
sorption lin6aire, 

1 1 1 1 klClZra 1 klClzla cos ~o 
- + i - - ,  . . . . .  et - 

A t r t 1/707a z l/~0y~ 

Remarque" dans les expressions (2-8) et (3-2), nous 
avons omis les facteurs exponentiels ayant un argument 
imaginaire car ils n'interviennent pas dans le calcul 
des intensit6s. 

(ii) Expression de la pseudo-amplitude r~flOchie dans le 
cas d'une onde incidente sphOrique 

Pour une onde incidente sph6rique, on remplace 

D(o ~) exp ( - 2niA Tx) par 

D(°") [ -  rci .__kT~ ] 
4~zro exp l ro ( x -  x°)ZJ " 

Ces deux expressions repr6sentant dans chacun des cas 
l'6cart it l'incidence de Bragg de l 'onde incidente. II 
suffit alors d'int6grer par la m6thode de la phase sta- 
tionnaire et l 'on obtient" 

CZra 
V ~ o  exp ( -  i~/4) Da(xo) = - i ~ sin 20 

1 1  exp ,o)] 

x exp [.-P(Ta-7o) V -  i _ -X~] .  

(3-3) 

Nous avons n6glig6 Zla devant Zra dans le coefficient 
constant de Da(xo). Remarquons que cette expression 
est presque identique it l'expression (2-14) obtenue dans 
le cas non absorbant it un facteur exponentiel pros qui 
n'est diff6rent de 1 que pour une r6flexion asym6trique. 
De plus 1/A 6rant complexe, la fonction 

J°(A-d ~ 1 - x2~lz ] 

est aussi complexe. Si l 'on compare les expressions 
(3-2) et (3-3) ci-dessus, on constate que nous avons 
encore une relation de transformation de Fourier entre 
les pseudo-amplitudes dans les cas d'une onde plane 
et d'une onde sph6rique incidente. 

(iii) Calcul de l'intensitd rdfldchie 
(~) Cas d'une onde sphdrique incidente 

Comme Ka est complexe, il faut maintenant 6crire: 

Or 

Ia=lDa exp ( - 2 n i K a .  012 

I a -  DaD h exp { - 2rci[Ka. r -  (Ka. r)*]} . 

Ka.  r - ( K a ,  r)* = 2 J ( K a .  r ) = 2 J ( K o ,  r ) .  

Car pour respecter la condition de la continuit6 de la 
composante tangentielle des vecteurs d'onde fi la face 
d'entr6e, il faut choisir Kal et K0~ perpendiculaires fi 
cette face. 

On trouve" 

Donc: 

Et finalement" 

f ( K 0 .  r ) -  klz~01 d .  
2)'0 

Ia = IDal 2 exp ( -  pd/7o). 

,o'oa',zkc2,Xrh,2 1)] 
Ih=  16 ro sin220 exp - - 2  ~o + - y a  

x e x p [  # ( , a - , o )  (_~_ . . . . . . . .  2 
sin20 Xo][ J° V 1 - - ~ 2 ~ ) ]  

(3-4) 

Si nous supposons que d est tr6s sup6rieur /~ t et que 
Y=xo/l n'est pas trop voisin de +1,  nous pouvons 
6crire: 

1 
7~ 

2t 1 
d ( 1 -  y2)1/4 

x c o s  1 - y 2  _ o 

D onc" 

Ih ~-- 16 ro sin220 ~2 (i  2-~2)i/2 

x exp[ exp[ ] 
sin 20 Xo J 

co 2 41} 
- - t -  " 

(3-5) 

Remarque: La p6riode des franges de solution pendu- 
laire est identique dans les cas avec et sans absorption 
rant que Y n'est pas trop voisin de + 1. Mais on con- 
state que si Y_ + 1 elle diff6re pour les deux cas. 
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(fl) Cas d'une onde plane incidente 
L'int6grale intervenant dans l'expression (3-2) se cal- 

cule de la mSme fagon que dans l'expression (2-8). 
On trouve alors: 

1 1 ) ]  Dh(P)= -irckCZn?Osin~__. D~" exp [-..~d_. (.?n 70 

2 sin [I]/~-2rcX) 2 + B 2] 
x .  . . . .  

Avec 

2~zX= 2teA T -  i/z(Tn- ~0) 
2 sin 20 

On peut calculer ] / 0 - ~ 2 ~  qui est complexe, en 
fonction de r/. Et, en n6gligeant les termes du second 
ordre en 2% on trouve: 

sin 20 
- -  a avec a = ar + itr, 

klx0~l 1 ]/i LtT-r/2, a~ ...... . . . . . . .  
a~= 5- 1/1+~2 

1 1 1 

÷ (7o 
A l'aide de ces expressions, on retrouve l'intensit6 r6- 
fl6chie dans le cas de l'onde plane donn6e par von Laue 
(1960). Nous avons fait le calcul pour l'intensit6 r6- 
fract6e et avons montr6 que le r6sultat 6tait aussi iden- 
tique h celui fait par le calcul classique. 

4. Application de cette th6orie A l'6tude des d6fauts plans 

O) Introduction 
Nous nous limiterons h l'6tude des d6fauts plans 

s6parant deux r6gions de cristal parfait. De plus, dans 
cet article, nous n'6tudierons que le cas off le vecteur 
de diffraction h est le mSme dans les deux parties du 
cristal: ce qui se produit par exemple pour une faute 
d'empilement. Darts un prochain article, nous 6tudie- 
tons le cas off le vecteur de diffraction est diff6rent 
dans les deux parties du cristal, ce qui entrMne la for- 
mation de franges de moir6. 

Le premier cristal donne une onde r6fract6e D~ et 
une onde r6fl6chie D~, (Fig. 5). Ces deux ondes sont 
incidentes sur le second cristal. Chacune, 5. son tour, 
engendre deux ondes: D~x(Or), DInX(O r) pour l'onde Do I 
et O~I(hr), D~I(h r) pour l'onde D~. 

A la sortie du second cristal, nous avons done quatre 
ondes, deux dans la direction r6fl6chie D~I(0I), D~I(h I) 
et deux dans la direction incidente DIoI(OI), D~I(hI). Les 
ondes Dg(O I) et DIoI(h I) interf~rent, dormant lieu 5. des 
franges que nous observons dans la direction r6fl6chie 
(franges de moir6 ou franges de faute d'empilement). 

(ii) Forme gdndrale de la pseudo-amplitude gtla sortie 
du second cristal dans la direction rffl~chie 

Prenons successivement comme onde incidente sur 
le second cristal les ondes dont les pseudo-amplitudes 
sont D~ et D~,. Leurs vecteurs d'onde sont K~ etK~, 
tels que K~, =K~ +h  I. Puisque nous n'6tudions que le 
cas d'une faute d'empilement, c'est-~t-dire le cas off les 
deux cristaux ne sont pas d6sorient6s l'un par rapport 
~t l'autre, l'espace r6ciproque est identique pour ces 
deux cristaux. I1 enes t  de m~me pour leurs surfaces 
de dispersion. Comme nous l'avons vu pr6c6demment, 
les vecteurs d'onde sont choisis arbitrairement et, darts 
le second cristal, nous les prendrons identiques b. K~ 
et K~,. Tout l'int6r~t de la th~orie de Takagi est d'uti- 
liser des vecteurs d'onde fixes et d'introduire dans le 
terme que nous avons appel6 pseudo-amplitude la par- 
tie variable du terme de phase. 

La pseudo-amplitude r6fl6chie sera donc: 

Dh = D~](O r) + D~I(hI) . (4-1) 

Si l'onde incidente est sph6rique, D~(x I) et D~(xx r) 
sont donn6es par les formules (2-14) et (2-15) oh on 
remplace x ° par x I et 2'h par 2,n I . D'autre part, d'apr~s 
(2-5) et (2-7), on 6erit Dn(O I) et D~I(h I) sous la forme: 

irckCzII~° I ..... DI (xI) 
D~I(OI) = - s~- 2-0 A~B~ 

x do(B'~/[ f i~-xI I2)dx  II 

B, I DloI(h I) = D~ (xI= X + l II) - T A2S2 D~ (x I) 

] / l  t i  + X II 
X ~-/-ii-~-Xi- I- J l ( B ' ~ / l I I 2 - x I I 2 ) d x  II 

\ 

/ 
Fig. 5. D6faut plan parall61e aux faces du cristal. 
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(voir la signification des lettres 5. la 16gende de la Fig. 6) 
avec 

B ' =  -2ffk I c [ V z ~ - ~ -  V~-°~- . 
sin 20 

On montre que pour une faute d'empilement Z~, ~= 
Zn x exp (i6) avee 6 = 2 n h .  u, u &ant le vecteur faute. 
Ceci entrMne" B ' =  Be t ,  finalement D~I(O I) et D~I(h I) 
s'6erivent sous la forme de produits de composition: 

D~(Or)= D~(X)*~I (X )  exp (i6) 

D~i(hi)= D~I(X) , ~ i i ( _  X) 

en posant: 

]'0 si IXl > l I 
D°~(X) = IDIo (X) si IXI -< l I 

~0 si IX[ > l I 
D;I(X)=/DI(X) si IXI < l  I • 

~ i  et ~ I  ont la signification donn6e au paragraphe 
2(ii) (d). 

I1 vient done: 

Dh(X) = ~ n ( -  X)* D~(X) 

+ DoI(X)*~H(X) exp (i6). (4-2) 

Pour une onde plane incidente, l'expression de l'onde 
diffract6e est: 

Dg(r/) = D~tV(- r/)D~f(q) 

+ D~P(r/)Dm'(r/) exp (i6). (4-3) 

Comme pour un cristal sans faute, on passe de l'ex- 
pression de l'amplitude diffract6e pour une onde inci- 
dente plane/t celle pour une onde ineidente sph6rique 
par une transformation de Fourier. I1 nous suffira par 

f 

, XI  X II lx~'NB1 P2 B2 > 
0 2 

:X  
0 P B 

Fig.6.  E tude  en un poin t  P de la face de sortie. I I = O a A 1  = 

0 1 B 1 ;  l l i  = O2B2; l = l  I + l l i  = O A  = O B ;  O1P1 = x I ;  0 2 P 2  = 

X II, O P = x .  

suite de faire un calcul analogue ~t celui fait par Gevers, 
van Landuyt & Amelinekx (1965, 1966) darts le cas 
de la microseopie 61ectronique et de prendre la trans- 
form6e de Fourier du r6sultat. 

On trouve par example, ~t l'aide de (2-11) et (2-12): 

, iu] 
sin lIu sin llIu [ Brl 

x ........ + . . . . . . .  cos l l u -  i .... 
U U U 

x sinllu] exp (i3)} 

avec 

et 
iCzn V---k- 

D = 4 sin 20 70 exp (-in/4)D(o a> . 

(4-4) 

Si 6 = 2kz~, on obtient" 

sin (l r + llI)u 
~ D n ( X ) = 2 D  ............... 

U 

&off on tire: Dh(X) = DJo(B/i-2"-X2)ofi l= l I + l II et 

l 'on v6rifie que l 'on obtient bien l'intensit6 diffraet6e 
par un cristal parfait [voir (2-14)] ayant eomme 6pais- 
seur la somme des 6paisseurs des deux cristaux s6par6s 
par la faute. 

Dans le cas g6n6ral (6 # 2kn), l'expression (4-4) peut 
s'6crire sous la forme: 

6 sin lu . . d 
- t s i n -  ~Dh(X) =2D exp (id/2) cos 2 u 2 

sin (l I -  lIr)u + .B~i sin 
u 2 

× [cos(l -ln)u-coslu]}. (4-5) 

(iii) Comparaison entre la mdthode de Takagi et la md- 
thode du d~veloppement en ondes planes de K6to 

Le traitement de Kato (1961) consiste h 6crire l 'am- 
plitude de l'onde sph6rique sous forme d'une int6grale 
de Fourier et ~t interpr&er celle-ci comme une somme 
d'ondes planes: 

Dh(X) = - -~  -oo Kz 

Ceci conduit ~t remplacer Dg par une expression iden- 
tique h (4-5) (Authier, 1968). Les deux m6thodes con- 
duisent bien au m~me r6sultat. 

L'intensit6 1= IDn(X)l 2 est obtenue en int6grant (4-5) 
par la m&hode de la phase stationnaire. Rappelons 
qu'elle peut &re raise sous la forme d'une somme de 
trois termes Ia,I2,I3 qui, dans le cas sans absorption, 
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sont 6gaux/~" 

2D2A 1 - (1 -y2 ) s in2 (6 /2 )  ( 4 )  
l l -  7r2d (1 -- y2)1/2 . . . . .  C°S2 ~ -- 

fi= 2D2A 

~z21dI-dU I 

(1 - Z) 2 sin2(6/2) 
. . . . . . .  . . . .  

c4/ 

+ 2D2A 2(1 - Z)  Y sin2(6/2) 
r c 2 ~  dfi] (1 - y2)~/4(1 - Z2)u 4 

[cos 4)cos 4)] 
avec 

X X 
Y -  l i + l l i  , Z -  l l i _ l i  

x ( d I - d  I1) 
ztd l / 1 , I 7 2 ,  u / -  1 /1 -Z2  ~0= ~. , A " 

d z et d Iz sont les distances du plan de faute aux faces 
d'entr6e et de sortie. Le signe sup6rieur correspond/t  
d I < d It, le signe inf6rieur/t d H < d I. 

Intensitd intdgr#e 

I1 est possible d'6valuer l'intensit6 int6gr6e lorsque 
la faute d'empilement est tr~s proche de la face d'entr6e 
ou de sortie. I1 suffit de faire un d6veloppement limit6 
au premier ordre en fonction de l'6paisseur de l 'un des 
deux cristaux. On int6gre ensuite directement sans pas- 
ser par la m6thode de la phase stationnaire. Le r6sultat, 
calcul6 pour un cristal non absorbant, est ind6pendant 
de la face pros de laquelle est la faute" 

I+i IDn(X)I2dX = iDga~12 k CZx~ 1 
- r0 16sin220 B 

X { I  2ndlA t~ 
,Jo Jo(Q)dQ + 4BH sin z 

[SI 1] }j=iii x ] ~ ( o ) d e -  . 

Ceci montre que les deux franges extrSmes de l'image 
sur une topographie par translation d'une faute d'em- 
pilement dans un cristal peu ou pas absorbant auront 
le mSme contraste. Celui-ci ne d6pend pas du signe de 
la faute d'empilement mais simplement du rapport 
2nd/A. 

(iv) Etude du cas oft le cristal est absorbant 
Le calcul est identique /t celui fait pr6cedemment. 

Nous partons de l'expression de la pseudo-amplitude 
dans le cas d'une onde incidente plane. Puis nous en 
prenons la transform6e de Fourier dont nous obtenons 
une expression approch6e par la m6thode de la phase 
stationnaire. Le r6sultat est le mSme que celui donn6 
par Authier (1968). 

5 .  C o n c l u s i o n  

Les m6thodes des 6quations g6n6ralis6es de Takagi ou 
du d6veloppement en ondes planes de Kato conduisent 
essentiellement au mSme r6sultat, mais par des voles 
diff6rentes. Les expressions des amplitudes de l 'onde 
diffract6e par un cristal pour des ondes incidentes plane 
ou sph6rique se d6duisent l'une de l 'autre par une trans- 
formation de Fourier; l 'une exprime les variations de 
l 'amplitude en fonction de l'6cart ~t l'incidence de 
Bragg de l 'onde incidente, l 'autre la distribution d'am- 
plitude sur la face de sortie. 

Les deux m6thodes peuvent s'appliquer au cas d 'un 
cristal contenant des d6fauts plans. Celle de Kato per- 
met de donner une interpr6tation physique du r6sultat: 
/1 correspond ~t des interf6rences entre ondes dont le 
point caract6ristique n'a pas chang6 de branche sur la 
surface de dispersion,/2 5. des interf6rences entre ondes 
dont le point caract6ristique a chang6 de branche, I3 
h des interf6rences entre des ondes de ces deux types. 
I1 est ainsi trbs commode d'interpr6ter la distribution 
d'intensit6 diffract6e par un cristal contenant une la- 
melle hors r6flexion (par exemple s6par6 en deux par- 
ties par un trait de scie; Authier, Milne & Sauvage, 
1968). 

En revanche, la m6thode des 6quations g6n6ralis6es 
est plus souple, elle permet plus facilement le calcul 
des franges de moir6 (article suivant) et se prSte tr~s 
bien au formalisme matriciel. Nous avons l 'intention 
de l 'appliquer au calcul du contraste dfi h une succes- 
sion de fautes d'empilement. 

L'un de nous (A.Authier) tient h remercier le pro- 
fesseur S. Takagi pour les nombreuses discussions qu'il 
a eues avec lui, et en particulier de lui avoir indiqu6, 
d6s 1961, la solution g6n6rale du syst6me (2-4). 
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